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En el siguiente texto se muestra la relación entre la preservación de la medida de funciones




η), y sus coeficientes en los desarrollos en las bases de van der
Put y de Mahler, en el caso del desarrollo de Mahler solo se consideran funciones regulares.
Aqúı Zp(
√
η) es el anillo de enteros de la extensión cuadrática no ramificada de Qp. Para esto
se estudiarán los cuerpos valuados discretos y sus extensiones, en particular las extensiones
cuadráticas no ramificadas del cuerpo de los números p-ádicos, además se estudiarán los
resultados conocidos sobre la relación entre la preservación de la medida de funciones 1-
Lipschitz f : Zp → Zp y sus coeficientes en los desarrollos de van der Put y de Mahler. Por
otro lado se expone la relación entre la dinámica del espacio Zp(
√





η)}n∈N. Además se construyó un análogo de la base de van der Put
sobre el espacio de funciones continuas definidas sobre Zp(
√
η).
Los resultados anteriores constituyen un primer paso en el estudio de la dinámica p−ádica en
extensiones del cuerpo de los números p−ádicos, debe señalarse que estos resultados, aunque
son las generalizaciones naturales de lo que sucede sobre Zp, no se encuentran en la literatura.
Palabras clave: (Algebraic dynamical systems, p-adic numbers, measure-preserving
transformations, ergodicity,profinite groups, field extension, quadratic extension, un-
ramified extension).
Abstract
This text shows the relationship between measure-preserving 1-Lipschitz functions and his




η). For Mahler basis
only the regular funtions are considered. Zp(
√
η) is the ring of integeres of the unramified
quadratic extension of Qp. For this reason the discrete valued fields and their extensions are
studied in particular the unramified quadratic extension of the field of p-adic numbers and
the relationship between measure-preserving 1-Lipschitz functions and his coefficients in the
van der Put and Mahler basis over f : Zp → Zp . Also the relationship between the dynamics
on Zp(
√




η)}n∈N are studied. The space




η)) was also studied in order to define
the van der Put basis in this spaces.
The above results constitute a first step in the study of the p−adic dynamics in extensions
of the p−adic numbers, it should be noted that these results, although they are the natural
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3 Funciones ergódicas y que preservan la medida 28
3.1 Dinámica sobre estructuras algebraicas finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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El ritmo tecnológico en el que nos encontramos hoy d́ıa le exige a la ciencia cada vez más una
mayor aplicabilidad, esto es, lenguajes coherentes con la realidad y por lo tanto coherentes
con los aparatos con los que la medimos. Por lo tanto entender nuevas formas de medir el
espacio son necesarias, en este trabajo nos concentramos en la forma como valor absoluto
p-ádico lo hace, el cual resulta discreto contrario al valor absoluto canónico.
El caso concreto en el que trabajaremos es el de los sistemas dinámicos discretos, es decir las
parejas (S, f), donde S tiene una medida µ, en nuestro caso también dotado de una métrica
y una estructura algebraica, y donde f : S → S es una función medible, usualmente el con-
junto de datos S no es infinito pero si posee un cardinal bastante grande, por lo tanto nos
preocupamos por los sistemas dinámicos finitos.
El conjunto de los enteros p-ádicos (Zp), con su estructura matemática natural, presenta un
gran interés en este sentido, pues al ser el ĺımite inverso del sistema, Zp/pnZp, es el candidato
para estudiar la dinámica sobre espacios finitos, de hecho en [1] se muestra que los polino-
mios ergódicos sobre anillos conmutativos finitos o sobre grupos solubles finitos, pueden ser
descritos como proyecciones de la correspondiente dinámica ergódica p-ádica. Por lo tanto
hay una conexión estrecha entre la dinámica en conjuntos finitos con estructura algebraica
y la dinámica p-ádica.
Las preguntas que se hacen en la dinámica p-ádica, son del mismo carácter que en el caso
clásico, nos preguntamos acerca de la ergodicidad y la preservación de medida, solo que de-
bido a la estructura matemática de Zp este problema se puede estudiar en estructuras más
sencillas como lo son los anillos Z/pkZ.
En [1] se estudia la preservación de medida y la ergodicidad para funciones 1-Lipshcitz en el
anillo Zp, sin embargo aún no se ha estudiado estos mismos conceptos en extensiones finitas
del cuerpo Qp. En este trabajo se da un primer paso en esa dirección al estudiar estos con-
ceptos en el caso de una extensión cuadrática no ramificada, la razón por la cual se estudian
estas extensiones es que en este caso la aritmética de la extensión no cambia sustancialmente,
recordemos que en una extensión no ramificada el elemento uniformizador de la extensión
es el mismo elemento uniformizador del cuerpo base, sin embargo debe señalarse que el caso
de extensiones ramificadas está abierto.
2 Contenido
El documento está dividido de la siguiente manera: en el primer caṕıtulo se presenta una
breve introducción a los números p-ádicos y a las extensiones finitas de estos cuerpos, se hace
énfasis en las extensiones no ramificadas ya que en este caso el elemento uniformizador de la
extensión es el mismo elemento uniformizador del cuerpo base. Seguidamente en el segundo
caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa del espacio de funciones continuas C(Zp), en el caso no arqui-
mediano este es un espacio de Banach con una noción de ortogonalidad y se puede hablar de
bases ortogonales, en este mismo caṕıtulo se presentan dos bases ortogonales clásicas en este
espacio, la base de Mahler compuesta por polinomios y la base de van der Put que tiene por
elementos funciones caracteŕısticas de bolas, aśı que tenemos una base de carácter algebraico
y otra de carácter topológico. A continuación en el tercer caṕıtulo se exponen los resultados
de dinámica p-ádica en lo concerniente a preservación de medida y ergodicidad, exponemos
los resultados ya conocidos en Zp y se muestra la extensión de algunos de estos resultados
en el caso de una extensión cuadrática no ramificada. Por último en el cuarto caṕıtulo se
estudia el espacio de funciones continuas en una extensión cuadrática no ramificada y se
construye el análogo de la base de Mahler y de van der Put para esta extensión, finalmente
se presenta una caracterización para las funciones que preservan la medida en términos de
la bases de Mahler y de van der Put construidas.
1 Números p-ádicos
En este caṕıtulo se introducirán los números p-ádicos como un cuerpo valuado discreto, para
ello se presentarán las nociones necesarias. Las proposiciones, teoremas y definiciones son
tomadas de [2] caṕıtulos I y II .
1.1. Cuerpos valuados discretos
Sea K un cuerpo y sea Γ un grupo abeliano aditivo totalmente ordenado, considere un ele-
mento que no pertenezca a Γ, el cual se notara ∞, con las siguientes propiedades: i) a ≤ ∞,
ii) ∞ ≤∞, iii) a+∞ =∞ para cada a ∈ Γ. Se define Γ′ = Γ ∪ {∞}.
Definición 1 Una función v : K→ Γ′ que cumpla lo siguiente:
v(α) =∞⇔ α = 0
v(αβ) = v(α) + v(β)
v(α + β) ≥ mı́n{v(α), v(β)}
para todo α, β ∈ K, es llamada una valuación sobre K y en este caso K es llamado un cuerpo
valuado.
Note que la función v induce un homomorfismo de K∗ a Γ por lo tanto v(K∗) resulta ser un
subgrupo de Γ, además v(1) = v(1) + v(1) y aśı v(1) = 0. Del cuerpo valuado K se destacan
los siguientes conjuntos:
Ov = {α ∈ K : v(α) ≥ 0} el cual resulta ser una anillo: como v(ab) = v(a) + v(b),
se tiene que ab ∈ Ov si a, b ∈ Ov, por otro lado v(a − b) ≥ mı́n{v(a), v(b)} puesto
que v(b) = v(−b), y por lo tanto a − b ∈ Ov si a, b ∈ Ov, aśı Ov es un anillo, el cual
llamaremos el anillo de enteros de K;
Mv = {α ∈ K : v(α) > 0} que resulta ser el conjunto de elementos no invertibles
de Ov, puesto que si α ∈ Mv entonces v(1) = v(αα−1) = v(α) + v(α−1) con lo que
v(α−1) = v(1)− v(α) y por lo tanto v(α−1) < 0, esto es α−1 6∈ Ov;
Uv = Ov −Mv = {α ∈ K : v(α) = 0} coincide con los elementos invertibles de Ov y
que se llamará el grupo de unidades.
4 1 Números p-ádicos
Mv resulta ser un ideal maximal de Ov, de hecho el único ideal maximal, ya que coincide
con los elementos no invertibles de Ov, por lo tanto Ov/Mv = K̄v es un cuerpo, el cual es
llamado cuerpo residuo de K.
El ejemplo que se mostrará a continuación es la valuación p-ádica, vp, sobre el cuerpo de los
números racionales:




= ordp(a) − ordp(b) con
a, b ∈ Z, donde ordp(a) = k para a = pkm con (p,m) = 1 y vp(0) =∞.
































































aśı vp resulta ser una valuación la cual se llamará valuación p-ádica
En este trabajo se prestará atención a los cuerpos valuados con valores en Z, para ello se
introducirán las siguientes definiciones.
Definición 2 Un cuerpo K es llamado cuerpo valuado discreto si posee una valuación dis-
creta v, esto es, si v(K∗) es isomorfo a Z. Un elemento πv ∈ Ov es llamado elemento primo
o elemento uniformizador si v(π) genera al grupo v(K∗).
Los siguientes resultados permiten entender la naturaleza de los elementos de los cuerpos
valuados discretos.
Lema 1 Cualquier elemento α ∈ K∗ puede ser escrito de forma única como πnε para algún
n ∈ Z y ε ∈ Uv.
Demostración: Sea n = v(α), entonces απ−n ∈ Uv y aśı α = πnε con ε ∈ Uv. Si α = πnε =
πn
′
ε′, entonces n+ v(ε) = n′ + v(ε′) y por lo tanto n = n′ y aśı ε = ε′ . 
Lema 2 Sea K un cuerpo valuado discreto y sea π un elemento primo, entonces el anillo de
enteros Ov es un anillo de ideales principales y cada ideal puede ser escrito como πnOv para
algún n > 0. En particular πOv =Mv.
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Demostración: Sea I un ideal propio de Ov, entonces existe n = mı́n{v(α) : α ∈ I}, por
el lema anterior existe ε ∈ Uv tal que πnε ∈ I, por lo tanto πnOv ⊂ I ⊂ πnOv, es claro
Mv = πOv. 
Ejemplo 2 De la definición se tiene que vp es una valuación discreta donde el primo p es
un elemento uniformizador, por otra parte si x ∈ Q∗, entonces se podrá expresar a x de
manera única como x = pnε con n ∈ Z y ε ∈ Uv y los ideales de su anillo entero son de la
forma pnZ.
Sea K un cuerpo valuado discreto y v su valuación, y d ∈ R tal que 0 < d < 1, entonces la
función | |v : K → R definida como |α|v = dv(α) si α 6= 0 y |0|v = 0, es un valor absoluto
sobre K:
1. |α|v ≥ 0 para todo α ∈ K y además |α|v = 0 si, y sólo si, α = 0 por definición.
2. |αβ|v = dv(αβ) = dv(α)+v(β) = dv(α)dv(β) = |α|v|β|v para todo α, β ∈ K.
3. |α + β|v = dv(α+β) ≤ dmı́n(v(α),v(β)) ≤ max{dv(α), dv(β)} = max{|α|v, |β|v} ≤ |α|v + |β|v
para todo α, β ∈ K.
Note que de 3. se obtiene una propiedad más fuerte que la desigualdad triangular, pues
|α + β|v ≤ max{|α|v, |β|v}, aquellos valores absolutos que cumplen con esta propiedad son
llamados no-Arquimedianos
Valor Absoluto no-Arquimediano
Definición 3 Un valor absoluto no-Arquimedeano sobre un cuerpo K, es una función | | :
K→ R con las siguientes propiedades:
1. |α| ≥ 0 para todo α ∈ K y |α| = 0 si, y sólo si, α = 0.
2. |αβ| = |α||β| para todo α, β ∈ K.
3. |α + β| ≤ max{|α|, |β|} para todo α, β ∈ K.
Note que la propiedad 3. puede ser refinada de la siguiente manera:
3.a |α + β| ≤ max{|α|, |β|}, alcanza la igualdad si |α| 6= |β|
Ejemplo 3 Sea p un primo, entonces la valuación p-ádica define un valor absoluto definido
como: |α|p = p−v(α) llamado valor absoluto p-ádico
La distancia entre α, β ∈ K con respecto a | |v es dv(α, β) = |α− β|v.
Es claro que dv es una métrica la cual cumple la siguiente condición:
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dv(α, β) ≤ max {dv(α, γ), dv(γ, β)} donde α, β, γ ∈ K.
Aquellas métricas que cumplen con la condición anterior se conocen como ultramétricas.
Puesto que K resulta ser una espacio métrico las definiciones de bolas abiertas y cerradas,
funciones continuas, convergencia de sucesiones resultan ser las mismas, salvo que su com-
portamiento es diferente, como lo veremos en la sección referida a Qp.
El cuerpo valuado discreto K resulta ser un espacio métrico y por lo tanto un espacio to-
pológico donde las bolas abiertas B̄(α, r) son de la forma α + πrOv.
Lema 3 Sean τ y τ ′ dos topoloǵıas sobre K inducidas por dos valuaciones discretas v y v′
respectivamente. Entonces las topoloǵıas coinciden si, y sólo si v = v′.
Sea (an)n∈N una sucesión en K, se dice que (an)n∈N es una sucesión de Cauchy si para todo
ε > 0 existe M ∈ N tal que si n,m > M entonces dv(an, am) < ε. Como dv resulta ser una
ultramétrica la condición dv(an, am) < ε si n,m > M con n,m ∈ N, es equivalente a que
dv(an, an+1) < ε si n > M donde n ∈ N .
Sea p un primo y considere la valuación p-ádica, vp, sobre Q, como se vio anteriormente vp
induce una métrica que se llamara dp, y por lo tanto una topoloǵıa sobre Q, pero como se
verá el espacio métrico (Q, dp) resulta ser un espacio métrico no completo.
Gracias al lema de Hensel se obtiene lo siguiente.
Ejemplo 4 Considere p = 7 y el polinomio f(x) = x2 − 2, f ′(x) = 2x es por lo tanto su
derivada formal y considere la ecuación f(x) = 0.
Noté que 3 es una solución de f módulo 7, tomando r1 = 3, tenemos que f(r1) = 7 y
f ′(r1) = 6 aśı
tf ′(r1) ≡ −f(r1)/7 mod(7)
implica que t = 1, aśı se construye r2 de la siguiente forma
r2 = r1 + t7 = 3 + 7,
el cual cumple que f(r2) = 98 ≡ 0 mod(72) y que r1 ≡ r2 mod(7), repitiendo el proceso
encontramos una sucesión (rn)n∈N de elementos de Zp que resulta ser de Cauchy puesto que
rn ≡ rn+1 mod(7n), pero que no converge en Q.
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Cuerpos valuados discretos completos
Como se vio anteriormente el cuerpo valuado K no tiene porque ser completo con respecto
a su valuación, por lo tanto tiene sentido pensar en su completamiento. La construcción del
completamiento de K coincide con la construcción clásica de los espacios métricos.
Lema 4 El conjunto A de todas las sucesiones de Cauchy de K es un anillo respecto a la
suma y multiplicación componente a componente, donde el conjunto M de las sucesiones
(an)n∈N que convergen a cero , an → 0 cuando n → ∞, forma un ideal maximal de A. El
cuerpo A/M resulta ser un cuerpo valuado discreto con valuación v̂((an)) = lim v(an) para
la sucesión de Cauchy (an)n∈N
Un cuerpo K̂ con valuación discreta v̂ es el completamiento de K si es completo, v̂|K = v
y K es un subcuerpo denso de K̂.
Proposición 5 Cada cuerpo valuado discreto puede ser completado de manera única salvo
isomorfismo.
Basta tomar como completamiento el cuerpo A/M del lema anterior.
Lema 6 Sea K un cuerpo con valuación discreta v y sea K̂ su completamiento con valuación
discreta v̂ entonces el anillo de enteros Ov es denso en Ov̂, el ideal maximal Mv es denso
en Mv̂, y el cuerpo residuo, Kv, de K coincide con el cuerpo residuo de K̂.
Definición 4 Sea (I ≤) un conjunto preordenado. Un sistema inverso de anillos sobre
(I ≤) es un par ({Ri}i∈I , {fi,j : Rj → Ri}i.j∈I,i≤j) donde Ri es una anillo para todo i ∈ I y
fi,j es un homomorfismo de anillos tal que fi,i = idRi y fi,k = fi,j ◦ fj,k para todo i, j, k ∈ I
tal que i ≤ j ≤ k. Un ĺımite inverso del sistema inverso es una pareja (R, {pi}) donde R
es un anillo y pi : R→ Ri es un homomorfismo de anillos tal que fi,j ◦ pj = pi siempre que
i ≤ j el cual satisface la siguiente propiedad universal: si (R′, {p′i}) donde R′ es un anillo
y p′i : R
′ → Ri es un homomorfismo de anillos tal que fi, j ◦ p′j = p′i siempre que i ≤ j,
entonces existe un único homomorfismo de anillos ψ : R′ → R tal que pi ◦ ψ = p′i.
Nota 1 Cuando el cuerpo residuo del cuerpo completo K es finito, el anillo de enteros
Ov es isomorfo y homeomorfo al ĺımite inverso ĺım← Ov/π
nOv, lo que permite que poda-
mos escribir α ∈ Ov como α = a0 + a1π + a2π2 + a3π3 + · · · de manera única, donde
a0, a1, ... ∈ Ov/Mv,de esta forma se establece una conexión (algebraica y topológica) entre
Ov y la familia {πnOv}n∈N.
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Extensiones de cuerpos valuados discretos
Sea K un cuerpo y L una extensión de K con valuación w : L→ Γ′ , entonces w induce una
valuación w0 = w|K : K→ Γ′ sobre K, con esto en cuenta diremos que L/K es una extensión
de cuerpos valuados.
El grupo w0(K∗) es un subgrupo totalmente ordenado de w(L∗) y el ı́ndice e(L/K, w) =
[w(L∗) : w0(K∗)] es llamado ı́ndice de ramificación. El anillo de enteros Ow0 es un subanillo
del anillo de enterosOw yMw0 =Mw∩Ow0 . El grado de la extensión f(L/K, w) = [Lw : Kw0 ]
es llamado grado residual.
Los resultados que se presentaran a continuación son necesarios para llegar al teorema de
extensión de cuerpos valuados discretos, su demostracion se puede encontrar en [2].
Lema 7 Sea L una extensión de K y w una valuación sobre L. Sea K ⊂ M ⊂ L y w0 la
valuación inducida sobre M, entonces
e(L/K, w) = e(L/M, w)e(M/K, w0),
f(L/K, w) = f(L/M, w)f(M/K, w0).
Lema 8 Sea L/K una extensión finita y w0 una valuación discreta, entonces w es una
valuación discreta.
Suponga que los cuerpos K,L poseen una valuación discreta v, w respectivamente. Diremos
que w es extensión de la valuación v, si la topoloǵıa inducida por w0 es equivalente a la
topoloǵıa inducida por v, lo notaremos w|v y usaremos la notación e(w|v), f(w|v) en vez de
e(L/K, w), f(L/K, w).
Lema 9 Sea L una extensión finita de K de grado n, entonces
e(w|v)f(w|v) ≤ n.
Lema 10 Sea K un cuerpo valuado discreto completo y sea f(x) = xm+am−1xm−1+ · · ·+a0
un polinomio irreducible con coeficientes en K. Entonces la condición v(a0) ≥ 0 implica que
v(ai) ≥ 0 para 0 ≤ i ≤ m− 1.
Proposición 11 Sea L una extensión de K y tales que K,L son completos con respecto a
las valuaciones discretas v, w respectivamente.
Sea w|v, f = f(w|v) y e = e(w|v) < ∞. Sea πw ∈ L un elemento primo con respecto a w y
θ1, ..., θf elementos de Ow tal que sus residuos forman una base para Lw sobre Kv. Entonces
{θiπjw} es una base del K-espacio L y para el Ov-modulo Ow, con 1 ≤ i ≤ f, 0 ≤ j ≤ e− 1.
Si f <∞, entonces L/K es una extensión finita de grado n = ef .
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Definición 5 Sea L una extensión finita de cuerpo de K, la función NL/K : L → K env́ıa
α ∈ L a NL/K(α) = det(mα) donde mα es la función K-lineal mα : L → L que actúa de la
siguiente forma mα(x) = αx.
Debido a la importancia del siguiente Teorema presentamos su demostración, la cual es
tomada de [2].
Teorema 1 Sea F un cuerpo completo con respecto a una valuación discreta v y L una
extensión finita de F, entonces existe precisamente una única extensión w sobre L de la
valuación v y w = 1
f
v ◦NL/K.
Demostración: Definamos w′ = v◦NL/K, veamos que w′ es una valuación. Es claro w′(α) =
∞ si, y sólo si, α = 0 y que w′(αβ) = w′(α) + w′(β) aśı las dos primeras condiciones
de la Definición 1 se cumplen. Con el fin de chequear la última propiedad, suponga que
w′(β) ≤ w′(α) para α, β ∈ L∗, entonces




aśı es suficiente mostrar que si w′(γ) ≥ 0 entonces w′(1 + γ) ≥ 0.
Sea f(x) = xm + am−1x
m−1 + · · · + a0 un polinomio mónico irreducible asociado a γ sobre
K. Por lo tanto (−1)ma0 = NK(γ)/K(γ) y si s = [L : K(γ)], entonces ((−1)ma0)s = NL/K(γ),
como w′(γ) ≥ 0 se tiene que v(a0) ≥ 0 y por la Proposición 11 se concluye que v(ai) ≥ 0
para 0 ≤ i ≤ m− 1, pero
(−1)mNK(γ)/K(1 + γ) = f(−1) = (−1)m + am−1(−1)m−1 + · · ·+ a0
y por lo tanto
v(NK(γ)/K(1 + γ)) ≥ 0 y v(NL(γ)/K(1 + γ)) ≥ 0,
esto es, w′(1 + γ) ≥ 0. por lo tanto w′ es una valuación sobre L.
Ahora supongamos que n = [L,K], entonces w′(α) = nv(α) para α ∈ K∗, aśı la valuación 1
n
w′
es una extensión de v a L. Sea e = e(L/K, 1
n
w′), por Lema 8 e es finito, tomando w = e
n
w′
se tiene que w(L∗) = w(πw)Z = Z donde πw es un elemento primo con respecto a w. Por lo
tanto w = e
n
v ◦NL/K es una valuación discreta sobre L y una extensión de v.
Además, si L̂ es el completamiento de L con respecto a w y ŵ la valuación discreta sobre L̂,
entonces e(ŵ|v) = e(ŵ|w) = e, f(ŵ|v) = f(ŵ|w) = f por Lema 8, la Proposición 12 implica
que [L̂,K] = ef , pero por Lema 10 tenemos que ef ≤ n = [L,K]. Por lo tanto L = L̂ y aśı
L es completo con respecto a w.
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A continuación se vera que la extensión es única, suponga que existe otra extensión de v,
w̃ con w̃(L∗) = Z, entonces w̃ es una valuación discreta por Lema 9. Tomando la misma







w donde ρij(α) ∈ K.
Sea M la extensión de cuerpo de K generada por los elementos θi, πv un elemento primo de
K con respecto a v y c = min w̃(θi), entonces de acuerdo a la Proposición 12 cada elemento






i θi,nθi) donde θi,n pertenece al
conjunto de los representantes multiplicativos de K.
w(β) ≤ n0 implica que w̃(β) ≤ c+ n0, por lo tanto para cada entero m la sucesión (πvθmi )n
tiende a 0 con respecto a w̃ cuando n tiende a ∞, aśı w̃(θi) = 0 y por lo tanto la restricción
w0 de w sobre M coincide con la restricción de w̃ sobre M .
Ahora como w(α) = minj(w0(
∑
i ρij(α)θi) + j), deducimos que la condición αk → 0 cuando
k → ∞ con respecto a w implica que
∑
i ρij(α)θi → 0 cuando k → ∞ con respecto a w0





tenemos que αk → 0 cuando k → ∞ con respecto a w̃. Tomando αk = pikw tenemos que
α ∈ Mw implica que α ∈ Mw̃ y Miw ⊂ Miw̃,. Si w̃(πw̃) ≤ 0 entonces πwπkw̃ ∈ Mw para
algún entero negativo Z y po lo tanto πwπkw̃ ∈ Mw̃, contradicción. Por lo tanto πw̃ ∈ Mw̃ y
Miw̃ ⊂Miw, aśı las topoloǵıas inducidas por w y w̃ coinciden y por lo tanto w = w̃. 
1.2. Los Números p-ádicos
Como se vio en el Ejemplo 3, el cuerpo de los números racionales, Q, con la valuación p-ádica,
vp, resulta ser un espacio métrico no completo, al completamiento de Q con respecto a vp
se lo llamara el cuerpo de los números p-ádicos y se notara Qp, el anillo de enteros Ovp se
notara como Zp, y su cuerpo cociente es Fp, por la Nota 1 se tiene que Zp = ĺım← Zp/p
nZp.
Aśı si α ∈ Zp, entonces
α = α0 + α1p+ α2p
2 + · · · .
Al considerar los números
a0 = α0 y an = α0 + α1p+ · · ·αnpn
para todo n ∈ N, se tiene que (an)n∈N∪{0} ⊂ Z y an → α cuando n → ∞ y por lo tanto
tenemos el siguiente resultado.
Proposición 12 Cada elemento de Zp es el ĺımite de una sucesión de enteros no negativos
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Por lo tanto el conjunto {0, 1, 2, ...} es un subconjunto denso de Zp. Como los elemen-
tos de Zp se pueden escribir de manera única como a0 + a1p + a2p2 + a3p3 + · · · donde
a0, a1, a2, ... ∈ {0, 1, ..., p − 1} se tiene, por el Lema 1, que cualquier elemento α ∈ Qp se
puede escribir como α = pn(a0 + a1p+ a2p
2 + a3p
3 + · · · ) donde a0 6= 0 y n ∈ Z.
Notaremos las bolas abiertas como B(a, r) = {x ∈ Qp : |x− a|p < p−r} y las bolas cerradas
como B̄(a, r) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ p−r}.
Debido a que el espacio Qp es ultramétrico se tienen los siguientes resultados.
Proposición 13 Sea (αn)n∈N ⊂ Qp, la serie
∑∞
n=1 αn converge si, y sólo si ĺımn→∞
αn = 0.
Demostración: Suponga que la serie converge, entonces la sucesión de sumas parciales
Sk =
∑k
n=0 αn es una sucesión de Cauchy, sea ε > 0 entonces existe N ∈ N tal que si k > N
se tiene que
|Sk + 1− Sk|p = |αk+1|p < ε
y por lo tanto ĺım
n→∞
αn = 0.
Por otro lado, suponga que ĺım
n→∞
αn = 0, esto implica que
|Sk + 1− Sk|p < ε
y por lo tanto la sucesión de sumas parciales es de Cauchy, aśı
∑∞
n=1 αn converge. 
Proposición 14 Sean β, α ∈ K tal que β ∈ B̄(α, r), entonces B̄(β, r) = B̄(α, r), análoga-
mente para el caso de bolas cerradas.
Demostración: Sea γ ∈ B̄(β, r), entonces |γ − α|p ≤ max{|γ − β|p, |β − α|p} ≤ p−r, por
lo tanto B̄(β, r) ⊂ B̄(α, r), la otra contenencia se obtiene de manera análoga y por lo tanto
B̄(β, r) = B̄(α, r) 
Como la valuación p-ádica vp, es discreta se tiene que B(α, r) = B̄(α, r+ 1) aśı las bolas son
abiertas y cerradas, y por lo tanto se sigue el siguiente resultado.
Proposición 15 Qp es un espacio localmente compacto.
Es claro que Zp = B(0, 0) = {x ∈ Q : |x|p ≤ 1} y por lo tanto es un conjunto cerrado y
acotado, esto es:
Proposición 16 Zp es un conjunto compacto, y por lo tanto completo.
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1.3. Extensiones cuadráticas de Qp
Los resultados expuestos en esta sección son tomados de [4], Parte I sección 6.
Como se vio anteriormente el espacio métrico Qp es el completamiento de Q con respecto a
la norma p-ádica, ahora se considerara desde su estructura algebraica.
Considere el polinomio
h(x) = x2 − p
h(x) no tiene solución en Qp, pues si existiera α ∈ Qp tal que h(α) = 0 se tendŕıa que
1 = vp(p) = vp(α
2) = 2vp(α), lo cual no es posible, por lo tanto Qp no es algebraicamente
cerrado.
A diferencia de los números reales, Qp posee diferente extensiones cuadráticas las cuales
serán presentadas a continuación.
Dos elementos d, d′ ∈ Qp, distintos de cero o de un cuadrado de un número p-ádico, producen




d′) si, y sólo si, el cociente d/d′ es el
cuadrado de un número p-ádico.
Se dirá que dos elementos d, d′ ∈ Qp están relacionados por ∼, esto es d ∼ d′ si, y sólo si,
el cociente d/d′ es el cuadrado de un número p-ádico, es claro que ∼ define una relación de
equivalencia, aśı se obtiene una partición de Qp, donde las clases de equivalencia son de la
siguiente forma.
Si d ∈ Qp, con d 6= 0, entonces d tiene la siguiente representación:
Para p = 2
d = 2a(−1)b(−3)cX2
donde a es un entero, b, c toman los valores 0 o 1 y X es un número 2-ádico distinto
de cero.
Si p ≥ 3
d = pa(Np)
bX2
donde Np es una unidad que no es cuadrado, a es un entero, b toma los valores 0 o 1
y X es un número p-ádico distinto de cero.
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si p = 2
1
p
si p > 2
son el cuadrado de un número p-ádico.
Aśı se puede clasificar las diferentes extensiones cuadráticas de Qp como se verá en el siguiente
teorema.


























En adelante se escribirá Qp(
√





El Teorema 1 garantiza la extensión de la valuación p-ádica, vp, de manera única a una




η) resulta un cuerpo valuado discreto completo con
dicha valuación.
Sea z ∈ Qp(
√
η), esto es, z = x+ y
√
η con x, y ∈ Qp entonces se tiene que w(z) = 1f vp(x
2 −
ηy2), donde f puede tomar el valor de 1 o 2. Aśı al definir
|z| = p−w(z) = p−
1
f
vp(x2−ηy2) = |x2 − ηy2|1/fp
define un valor absoluto sobre Qp(
√
η).
Sea O al anillo de enteros de Qp(
√
η), entonces O = {z ∈ Qp(
√
η) : |z| ≤ 1}, los siguientes
resultados permitirán caracterizar O en términos de x y y.
Proposición 17 Sea z = x+ y
√
η ∈ O entonces










14 1 Números p-ádicos
Demostración: Sea z ∈ O, entonces |z|f = |x2− ηy2|fp ≤ 1, suponga que max{|x|p, |y|p} =
pn donde n ≥ 1.
Considere los casos Q2(2),Q2(−2),Q2(6),Q2(−6),Qp(p) y Qp(pNp), esto es, cuando p|η, aśı
|ηy2| ≥ p−1|y|, por lo tanto
max{|x2|p, |ηy2|p} ≥ p2n−1 ≥ p,
con lo que
|x2|p = |ηy2|p,
esto lleva a una contradicción, pues la parte izquierda de la ecuación tiene potencia par de
p y la parte derecha tiene potencia impar, por lo tanto n < 1.
Ahora considere los demás casos, esto es cuando p 6 |η, entonces
max{|x2|p, |ηy2|p} ≥ p2n ≥ p,
aśı |x2|p = |ηy2|p = |y2|p, y por lo tanto |x|p = |y|p.




|1−∆| ≤ |x−2| = p−2n ≤ p−2
Lo que permite concluir que para los casos p > 2 y η = p, pNp n < 1.
Por último para el caso p = 2 se tiene que
y2
x2
es cuadrado con valuación 2-ádica igual a
1, por lo tanto al tomar η = −1 y η = 3 se tiene que |1 − ∆|2 = 12 , contradicción, pues
|1−∆|2 ≤ 14 .









Haciendo un ajuste para el cuerpo Q2(
√
−3), vemos que z = x + y√η ∈ O si, y sólo si,
x, y ∈ Zp, como se verá en el siguiente resultado.
Proposición 18 Sea Qp(
√


















Entonces z = x+ yj es un Qp(
√
η)-entero si, y sólo si, x y y son enteros p-ádicos.
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Note que las mismas propiedades que posee el anillo Zp, las posee el anillo Zp(
√
η), esto es,
si π es un elemento primitivo de Zp(
√
η), y z ∈ Zp(
√
η) diferente de cero, se tiene que
z = πnε donde w(ε) = 0,
los ideales de Zp(
√









η) aśı si x, y ∈ Zp(
√
η) se tiene que
x ≡ y( mod πn) si, y sólo si, |x− y| ≤ |π|n.
1.3.2. Extensiones no ramificadas
Definición 6 Sea (K, v) un cuerpo valuado discreto completo y (L, w) una extensión finita
de K. La extensión se dice no ramificada si Lw/Kv es una extensión separable del mismo
grado de L/K, esto es, si e(L/K) = [w(L∗) : v(K∗)] = 1, y se dice ramificada si f(L/K) =
1.
Sea z = x + yj ∈ Zp(
√
η) donde j es como en la Proposición 18, puesto que x, y ∈ Zp se
tiene que
x = x0 + x1p+ x2p
2 · · · y y = y0 + y1p+ y2p2 + · · ·
donde xn, yn ∈ {0, 1, ..., p− 1} para todo n ∈ N ∪ {0} por lo tanto z puede escribirse como
z = (x0 + jy0) + (x1 + jy1)p+ (x2 + jy2)p
2 + · · ·
este desarrollo no es el canónico puesto que no en todos los casos p resulta ser un elemento
primo.


















Sea Kp alguno de estos cuerpos y tomemos
P =

1 + j si K2 = Q2(
√
−1) o K2 = Qp(
√
3)
j si Kp es cualquiera de los otros cuerpos
Entonces p puede ser factorizado como p = EP 2 donde E es un elemento que depende de la
extensión, aśı tenemos que todo z en el anillo de enteros de Kp puede escribirse como
z = z0 + z1P + z2P
2 + · · ·
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donde zn ∈ {0, 1, ..., p− 1} para todo n ∈ {0, 1, 2, ...}, aśı si Kpw es el cuerpo residual de Kp
y Qpvp el cuerpo residual de Qp se tiene que f = [Kpw : Qpvp ] = 1 y por lo tanto estas ex-
tensiones resultan ser ramificadas. Note que P resulta ser un elemento primo de Kp puesto
que w(P ) = 1

















−3) aśı x, y ∈ Z2 , entonces
z = x0 + y0
√
−3 + (x1 + y1
√
−3)2 + (x2 + y2
√
−3)22














x, y ∈ Zp, entonces
z = x0 + y0
√
Np + (x1 + y1
√
Np)p+ (x2 + y2
√
Np)p
2 · · ·
donde xn, yn ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1} y por lo tanto en estos dos casos se tiene que f = [Kpw :




Np) y por lo tanto estas
extensiones son no ramificadas. Note que en este caso p sigue siendo un elemento primo
pues w(p) = 1.











Puesto que las extensiones que se van a considerar a continuación son extensiones no rami-
ficadas la valuación de esta dada por w = 1
2
vp ◦N .









−3), como se vio anteriormente
Z2(
√






−3 : x, y ∈ Z2}, encontremos su cuerpo
residuo.
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−3) = 1 + 1
√




v2(4) = 1 por lo tanto
1 + 1
√




















como w(1 + 1
√






























































−3} junto con la suma y la multiplicación


















a continuación algunos ejemplos de la representación canónica de los elementos de Z2(
√
−3)
Ejemplo 5 2− 2
√





























Como los elementos de Zp(
√
Np) son de la forma z = x + y
√
Np donde x, y ∈ Zp, entonces





Np : x, y ∈ {0, 1, ..., p− 1}}.
2 El espacio de las funciones
C(Zp→ Qp).
El objetivo de este caṕıtulo es el de introducir el espacio C(Zp → Qp) con el fin de construir
las bases ortogonales de Mahler y de van der Put. Los resultados presentados acerca de la
noción de ortogonalidad y sus propiedades, la base de Mahler y la base de van der Put son
tomados del libro [5] Caṕıtulo 3.
2.1. El espacio C(Zp → Qp)
El conjunto C(Zp → Qp) está formado por las funciones continuas de Zp a Qp, es claro que pa-
ra todo f, g ∈ C(Zp → Qp) y λ ∈ Qp, se tiene que f + g ∈ C(Zp → Qp) y λf ∈ C(Zp → Qp),
aśı C(Zp → Qp) obtiene una estructura de espacio vectorial.
Para f ∈ C(Zp → Qp) se define
‖f‖∞ = maxx∈Zp{|f(x)|},
‖ ‖∞ resulta ser un norma que cumple la siguiente desigualdad:
‖f + g‖∞ ≤ max{‖f‖∞, ‖g‖∞},
puesto que el espacio Qp es no-Arquimediano; por lo tanto el espacio (C(Zp → Qp), ‖ ‖∞)
resulta ser no-Arquimediano, el cual notaremos como C(Zp). Como Qp es un espacio norma-
do completo el espacio C(Zp) es completo y por lo tanto un espacio de Banach.
A continuación se presentara la noción de ortogonalidad sobre espacios de Banach no-
Arquimedianos con el fin de obtener bases ortogonales en estos espacios, las cuales son
importantes debido a la unicidad en la representación por medio de la base.
2.1.1. Bases ortogonales en espacios de Banach
Sea (E, ‖ ‖) K-espacio de Banach no-Arquimediano, donde K es un cuerpo cualquiera.
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Definición 7 Sea x, y ∈ E, se dirá que x está relacionado con y por medio de ⊥ y se
escribirá x ⊥ y si, y sólo si,
inf{‖x− λy‖ : λ ∈ Qp} = ‖x‖
Nota 3 Gracias a la no-Arquimedianidad de la norma se tiene lo siguiente: Si x ⊥ y en-
tonces y ⊥ x.
Suponga x ⊥ y y sea λ ∈ K∗ entonces
‖y − λx‖ = |λ|‖x− λ−1y‖ ≥ |λ|‖x‖ = ‖λx‖,
por lo tanto
‖y‖ = ‖y − λx+ λx‖ ≤ max{‖y − λx‖, ‖λx‖} = ‖y − λx‖,
esto es y ⊥ x
Si el espacio de Banach es Arquimediano puede pasar que existan elementos en donde x ⊥ y
pero y 6⊥ x.
Ejemplo 6 Considere el espacio de las funciones continuas de [0, 1] a R, C([0, 1] → R).
(C([0, 1] → R), ‖ ‖∞) es un espacio de Banach Arquimediano. Tome f, g ∈ C([0, 1] → R),
donde f(x) = 1 y g(x) = x, entonces f ⊥ g pero g 6⊥ f .
Definición 8 Sea x ∈ E y sea D1, D2 ⊂ E, se dirá que x es ortogonal a D2 y se escribirá
x ⊥ D2 si x ⊥ d para todo d ∈ D2, se dirá que D1 y D2 son ortogonales y se escribirá
D1 ⊥ D2 si d1 ⊥ d2 para todo d1 ∈ D1 y d2 ∈ D2.
El conjunto {x1, x2, ...} ⊂ E es un conjunto ortogonal si para cada n ∈ N
xn ⊥ lin(x1, x2, ..., xn−1, xn+1, ...).
Un conjunto ortogonal {x1, x2, ...} es ortonormal si ‖xn‖ = 1 para cada n ∈ N.
Proposición 19 Sean x1, x2, ... ∈ E
1. {x1, x2, ...} es ortogonal si, y sólo si, {x1, x2, ..., xn} es ortogonal para todo n ∈ N.




λixi‖ = max {‖λixi‖ : 1 ≤ i ≤ n}.




λixi‖ ≥ ‖λmxm‖ donde m ∈ {2, 3, ..., n}.
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Demostración:
1. Evidente.
2. Suponga que {x1, x2, ..., xn} es ortogonal, sea j ∈ N tal que 1 ≤ j ≤ n entonces






y por lo tanto max {‖λjxj‖ : 1 ≤ j ≤ n} ≤ ‖
∑m
j=1 λjxj‖, la otra desigualdad se





λixi‖ = max {‖λixi‖ : 1 ≤ j ≤ n}
y sean xj ∈ {x1, x2, ...} y v ∈ lin (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn), entonces
‖xj − v‖ = max {‖xj‖, ‖λ1x1‖, ‖λ2x2‖, ..., ‖λnxn‖} ≥ ‖xj‖
y aśı xj ⊥ lin (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn), con lo que {x1, x2, ..., xn} es ortogonal.




λixi‖ = max {‖λixi‖ : 1 ≤ i ≤ m}









λixi‖ ≥ ‖λmxm‖ donde m ∈ {2, 3, ..., n},
y sean λ1, λ2, ..., λn ∈ K, entonces ‖
∑n





λnxn se tiene que ‖
∑n
i=1 λixi‖ ≥ ‖
∑n−1
i=1 λixi‖ y aśı por la hipótesis ‖
∑n
i=1 λixi‖ ≥
‖λn−1xn−1‖ con lo que max {‖λixi‖ : 1 ≤ i ≤ n} ≤ ‖
∑n
i=1 λixi‖, y aśı por 2. se tiene
que {x1, x2, ...xn} es ortogonal.
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
Observe que si {x1, x2, ..., xn} es un conjunto ortogonal donde cada xj 6= 0 para cada
j ∈ {1, 2, ..., n}, entonces los elementos x1, x2, ..., xn son linealmente independientes, pues








λjxj‖ = max{‖λjxj‖ : 1 ≤ j ≤ n}
por lo tanto cada λj = 0 para cada j ∈ {1, 2, ..., n}.
Definición 9 Sean e1, e2, ... ∈ E no nulos. Se dice que e1, e2, ... es una base ortogonal (or-
tonormal) de E si
1. {e1, e2, ...} es un conjunto ortogonal (ortonormal),
2. para cada x ∈ E existen λ1, λ2, ... ∈ K tal que x =
∑∞
n=1 λnen
Un resultado natural a partir de la definición es el siguiente.
Proposición 20 Sea e1, e2, ... una base ortogonal de E y x =
∑∞
n=1 λnen ∈ E, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:
1. limn→∞λn = 0
2. ‖x‖ = max{|λn| : n ∈ N}.
3. Si x =
∑∞
n=1 µnen con µn ∈ K para todo n ∈ N, entonces µn = λn para todo n ∈ N.
Proposición 21 Si {e1, e2, ...} es un subconjunto ortogonal de E cuyos elementos son no
nulos tal que lin(e1, e2, ...) es denso en E, entonces e1, e2, ... es una base ortogonal de E.





aśı si n → ∞ tenemos que
∣∣∣x−∑mj=1 λnjenj ∣∣∣ → 0 y por lo tanto x = ∑∞j=1 λjej, donde
algunos λj pueden ser cero.
A continuación presentaremos las bases de Mahler y de van der Put para el espacio C(Zp),
pero antes un resultado importante.
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Teorema 3 Sea E un espacio de Banach separable sobre un cuerpo valuado no-Arquimediano
localmente compacto K, entonces E tiene una base ortogonal.
El espacio C(Zp) posee por lo menos dos subconjuntos densos enumerables (las funciones
polinomiales y las funciones localmente constantes), como se verá posteriormente, y puesto
que K es localmente compacto tenemos el siguiente resultado.
—
Corolario: (C(Zp → K), ‖ ‖∞) tiene una base ortogonal.
2.1.2. La base Mahler
Teorema 4 (Kaplansky) Sean X un subconjunto compacto de K , f ∈ C(X → K) y
ε > 0, entonces existe una función polinomial P : K → K tal que |P (x) − f(x)| < ε para
todo x ∈ X.
Aśı las funciones polinomiales resultan ser un subconjunto denso de C(Zp), por lo tanto
resulta natural la existencia de una base cuyos elementos sean polinomios, un ejemplo de
esto es la base de Mahler. A continuación se presentará la base de Mahler, pero antes unas
nociones necesarias.
Sea l ∈ N, entonces l tiene el siguiente desarrollo p-ádico,
l = a0 + a1p+ · · ·+ asps donde as 6= 0 y s ≥ 0,
se define l como
l := a0 + a1p+ · · ·+ as−1ps−1.
Para f ∈ C(Zp → Qp) se define:
(Lnf)(x) := f(x+ n), n ∈ N y x ∈ Zp
4f := L1f − f
Teniendo en cuenta esta notación, se presenta el siguiente teorema.

















x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1)
n!
con x ∈ Zp
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forman una base ortonormal de C(Zp → K).








































≤ |x− y|p|n− n |p
entonces basta tomar δ =
ε
|n− n |p










< ε si |x − y|p < δ, esto es,(∗
n
)





es un polinomio de grado n, por lo tanto cada función polinomial Zp → K












, .... Ahora por el












, ...) es denso en C(Zp → K).






















































































, ... es una base ortonormal de C(Zp → K).









, para todo x ∈ Zp,


























si n ≥ 1
1 si n = 0
,
Ahora










































par todo x ∈ Zp,









para todo k ∈ Zp con k ≥ 0 y por lo tanto
(4kf)(0) = ak.
Ahora






















f(j), con lo queda demostrado el
teorema.








donde x ∈ Zp, pues








para todo m ∈ {0, 1, 2, ...}, por la continuidad de la función ax tenemos el resultado.
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2.1.3. La base de van der Put
A diferencia de la base Mahler, donde se utilizan polinomios para aproximarse a las fun-
ciones continuas, la base de van de Put se aproxima a las funciones continuas por medio
de funciones localmente constantes, funciones caracteŕısticas de cierto tipo de bolas. Aśı la
base Mahler resalta propiedades algebraicas mientras la base de van der Put propiedades
topológicas.
Sea x ∈ Qp, aśı x =
∑∞
l=−∞ alp
l, donde a partir de cierto M ∈ Z se tiene que a−j = 0 si






note que xn ∈ Qp (es más, x ∈ Q) y que xn → x cuando n→∞.
De esta forma se ha asignado a cada x ∈ Qp una sucesión x0, x1, ..., la cual llamaremos
sucesión estándar de x, que converge a x.
Suponga ahora que x ∈ Zp aśı cada elemento de la sucesión estándar de xn es un entero
no-negativo. Se escribirá
m / x donde m = 0, 1, 2, ... y x ∈ Zp
si m es alguno de los números x0, x1, ... y se referirá a la relación / entre m y x como x
empieza con m o m es una parte inicial de x.
Proposición 22 1. Sea x ∈ Zp, n ∈ {0, 1, 2, ...}, entonces |x − xn|p ≤ p−n y xn ∈
{0, 1, ..., pn − 1}. Rećıprocamente si y ∈ {0, 1, ..., pn − 1} y |x − y|p ≤ p−n, entonces
y = xn.
2. Sea x, y ∈ Zp, n ∈ {0, 1, 2, ...}, entonces
|x− y|p ≤ p−n si, y sólo si, xn = yn
|x− y|p = p−n si, y sólo si, xn = yn y xn+1 6= yn+1.
3. Sea x, y ∈ Zp, n ∈ {0, 1, 2, ...}, entonces
|xn − yn|p =

0 si |x− y|p ≤ p−n
|x− y|p si |x− y|p > p−n
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4. Sea x ∈ Zp y m ∈ N, entonces
m / x si, y sólo si |x−m|p <
1
m
A continuación se estudiará la base de van der Put.
Definición 10 Sea X ⊂ K. Una función f : X → Qp es localmente constante si para cada
x ∈ X existe una vecindad U de x tal que f es constante en U ∩X.
Observe que las funciones localmente constantes son continuas. Sea x ∈ X y V una vecindad
de f(x), entonces existe U vecindad de x donde f es constante en U ∩ X y por lo tanto
f(U) ⊂ V .
Lo interesante de estas funciones es que resultan ser un subconjunto de denso de C(X → Qp).
Teorema 6 Sean X ⊂ K, f ∈ C(X → K) y ε > 0, entonces existe una función localmente
constante g : X → K tal que |f(x)− g(x)| < ε para todo x ∈ X.
Aśı las funciones localmente constantes resultan ser densas en el espacio de las funciones
continuas, por lo tanto resulta razonable pensar en una base ortonormal cuyos elemento
sean funciones localmente constantes, el siguiente teorema nos presenta la base de van der
Put, la cual es una base con estas caracteŕısticas.
Considere la bola U(m,M) = {x ∈ Zp : |x−m|p ≤ p−M} con m ∈ {0, 1, 2, ...} y M ∈ Z tales
que:
M = 1 si m = 0
y si m 6= 0, entonces M es tal que
pM−1 ≤ m ≤ pM − 1,
y sea χm la función caracteŕıstica de U(m,M)
Teorema 7 Las funciones χ0, χ1, ... forman una base ortonormal de C(Zp → K). Si f ∈





entonces a0 = f(0) y an = f(n)− f(n ) para cada n ∈ N.
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Nota 4 Sean e0, e1, ... las funciones definidas como
en(x) :=

1 si n / x
0 en otro caso
donde x ∈ Zp y n ∈ {0, 1, 2, ...}
entonces χn(x) = en(x) para todo x ∈ Zp.
Sea x ∈ U(m,M) entonces |x−m|p ≤ p−M por la Proposición 22 se tiene que m = xM y por
lo tanto m / x; por otro lado si m / x, tome M ∈ Z tal que pM−1 ≤ m ≤ pM − 1, entonces
x−m = pM(xM + xM+1 + · · · ) y aśı |x−m|p ≤ p−M y por lo tanto x ∈ U(m,M).
Demostración: Puesto que χn = en se realizará la demostración teniendo en cuenta las
funciones en.













por lo tanto am = f(m)− f(m ).
Ahora para f ∈ C(Zp → Qp) arbitraria considere la serie




Como f es continua y Zp es un conjunto compacto, f resulta uniformemente continua, por
lo tanto limn→∞(f(n) − f(n )) = 0 y aśı la serie converge uniformemente, por lo tanto
g ∈ C(Zp → Qp).
Por como se ha definido g se tiene que g(0) = f(0), g(n)− g(n ) = f(n)− f(n ) para todo
n ∈ N y aśı se concluye, por medio de inducción, que g(n) = f(n) para todo n ∈ N ∪ {0}, y
como f, g ∈ C(Zp → K) y N ∪ {0} es denso en Zp, se tiene que f = g.
Observe que gracias a la Nota 2 se tiene que si f(x) =
∑∞
n=0 anen(x) entonces f(x) =∑∞
n=0 anχn(x) donde χn es la función caracteŕıstica de la bola U(m,M).

3 Funciones ergódicas y que preservan la
medida
En este caṕıtulo se introducirán los conceptos de ergodicidad y preservación de medida
para funciones Zp → Zp, enseguida presentaremos los resultados sobre la relación entre la




η), y la preservación
de la medida de sus reducciones módulo pn, como se ha señalado gracias a que el elemento
uniformizador es el mismo, la aritmética de la extensión no cambia sustancialmente y por lo
tanto la generalización de los resultados de [1] no presenta mayor dificultad.
Las definiciones y teoremas expuestos en la primera parte de este caṕıtulo son tomados del
libro [1] Caṕıtulo 4.
3.1. Dinámica sobre estructuras algebraicas finitas
Debido a que se trabajará sobre estructuras que resultan ser ĺımites inversos de estructu-
ras finitas, se presentará en esta sección aquellas estructuras finitas que poseen polinomios
ergódicos. Se prestará interés en las transformaciones polinomiales pues son las transforma-
ciones afines naturales que permiten un buen tránsito entre la estructura ĺımite y sus factores.
Como es de esperar no todas estructuras algebraicas finitas poseen polinomios ergódicos,
aquellos que si poseen están listados en los siguientes teoremas.
En Particular si G es grupo finito se tiene el siguiente resultado.
Teorema 8 [1, Teorema 2.4] Un grupo finito abeliano G con un conjunto de operadores Ω,
esto es, endomorfismos del grupo G que respeten la operación del grupo, posee polinomios
ergódicos si, y sólo si, G es isomorfo a alguno de los siguientes grupos:
1. el grupo ćıclico 〈m〉, con m = 1, 2, ... donde Ω es un conjunto arbitrario de operadores.
2. El grupo de Klein K4 donde ω ∈ Ω es un involución el cual no es la identidad sobre
K4
3. Un producto directo de un grupo del tipo del numeral 2 y un grupo del tipo del numeral
1 de orden impar.
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Considere ahora un anillo finito conmutativo R. Es conocido que si R posee polinomios
ergódicos R es un anillo de ideales principales y por lo tanto R es suma directa de ani-
llos locales de ideales principales. Por lo tanto nos interesamos en aquellos anillos locales
que posean polinomios ergódicos, puesto que R posee polinomios ergódicos si, y sólo si, ca-
da sumando directo posee polinomios ergódicos y los órdenes de los sumandos sean coprimos.
El siguiente teorema lista aquellos anillos locales que poseen polinomios ergódicos.
Teorema 9 [1, Teorema 2.7] Un anillo local R tiene polinomios ergódicos si, y sólo si, es
alguno de los siguientes anillos:
1. R = Fpn el cuerpo con pn elementos.
2. R = Z/pnZ
3. R = Fp[x]/〈x2〉, donde p es primo.
4. R = Fp[x]/〈x3〉 donde p = 2, 3.
5. R = Zp[x]/〈p2, x3, x2 − p〉 donde p = 2, 3.
6. R = Zp[x]/〈9, x3, x2 + 3〉.
3.2. Funciones ergódicas y que preservan la medida de
Zp → Zp
Al ser Zp un espacio localmente compacto tiene inducida la medida de Haar µp y los con-
juntos básicos medibles resultan ser los abiertos básicos, esto es, los conjuntos de la forma
a+ pkZp cuyo volumen es µp(a+ pkZp) = p−k.
Se dice que f : Zp → Zp preserva la medida si, y sólo si, para cualquier S ⊂ Zp medible
se cumple que µp(f
−1(S)) = µp(S); y que f es ergódica si, y sólo si, f preserva la medida
y si S ⊂ Zp medible tal que f−1(S) = S entonces µp(S) = 0 o µp(S) = 1.
Gracias a la estructura algebraica de Zp, la dinámica sobre Zp se encuentra fuertemente rela-
cionada con la dinámica de Z/pkZ como lo se verá a continuación, pero antes se presentarán
unas nociones previas.
Definición 11 Una función f : Zp → Zp se dice compatible si u ≡ v( mod pk) implica que
f(u) ≡ f(v)( mod pk) para cada u, v ∈ Zp
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Recuerde que una función f : X → Y se dice 1-Lipschitz si |f(x)− f(y)| ≤ |x− y| para todo
x, y ∈ X.
Nota 5 Si f es una función compatible y |u − v| = p−l con l ∈ Z, se tiene que f(u) ≡
f(v)( mod pl), pues u ≡ v( mod pl), y por lo tanto |f(u)− f(v)| ≤ |u− v|, aśı notamos que
las funciones compatibles y las funciones 1-Lipschitz coinciden.
Al ser f : Zp → Zp compatible, la función fk : Z/pkZ → Z/pkZ, con fk(x) ≡ f(x) mod pk,
para todo x ∈ Z/pkZ, está bien definida. Se dice que f es biyectiva módulo pk si para todo
k = 1, 2, ..., la función fk es una permutación de Z/pkZ , y que f es transitiva módulo
pk si para todo k = 1, 2, ..., fk es una permutación de Z/pkZ que contiene un solo ciclo.
Teorema 10 Sea f ∈ C(Zp → Zp) y sean a0, a1, ... y b0, b1, ... los coeficientes de la base de
Mahler y la base de van der Put de f respectivamente, entonces f es 1-Lipschitz si, y sólo


























por lo tanto f es 1-Lipschitz si, y sólo si,
∣∣∣∑∞j=i aj( xj−1)∣∣∣
p
≤ |i|p = p−ordpi
y aśı se tiene que
aj ≡ 0( mod pordpi)
para todo j ≥ i y todo i = 1, 2, 3, ... y como blogpjc = max {ordpi : i = 1, 2, ..., j}, se
tiene que aj ≡ 0( mod pblogpjc).
Caso van der Put: Suponga que f es una función 1-Lipschitz entonces |bn|p = |f(m)−
f(m )|p ≤ |m−m |p = p−blogpmc.
3.2 Funciones ergódicas y que preservan la medida de Zp → Zp 31
Por otro lado, suponga que |bm|p ≤ p−blogpmc, note que por la Proposición 21 si x ≡ y








bm(em(x)− em(y)) ≡ 0( mod pn)
y como las funciones compatibles coinciden con las funciones 1-Lipschitz tiene el resul-
tado

El siguiente teorema relaciona la preservación de la medida y la ergodicidad de las funciones
1-Lipschitz de Zp → Zp con la biyectividad y la transitividad de las funciones módulo pk
asociadas, su demostración puede ser consultada en [1] Caṕıtulo 4.
Teorema 11 1. La función 1-Lipschitz f : Zp → Zp preserva la medida si, y sólo si, es
biyectiva módulo pk, para todo k = 1, 2, 3, ...
2. La función 1-Lipschitz f : Zp → Zp es ergódica si, y sólo si, es transitiva módulo pk,
para todo k = 1, 2, 3, ...
Gracias a este resultado se puede relacionar los coeficientes de la base de Mahler y la base
de van der Put con la preservación de la medida y la ergodicidad de una función, como se
verá en los siguientes teoremas.







una función continua entonces:
f es una función 1-Lipschitz que preserva la medida siempre que las siguientes
condiciones sean satisfechas:
1. a1 6≡ 0( mod p);
2. ai ≡ 0( mod pblogpic+1), i = 2, 3, ...
f es una función 1-Lipschitz ergódica siempre que las siguientes condiciones se
cumplan simultáneamente:
1. a0 6≡ 0( mod p);
2. a1 ≡ 1

(mod 4) si p = 2,
(mod p) si p > 2;
3. ai ≡ 0( mod pblogp(i+1)c+1), i = 2, 3, ...
Además, en el caso p = 2 las condiciones son necesarias.
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Teorema [3]: Sea f(x) =
∑∞
i=0 biei(x) una función 1-Lipschitz entonces:
f preserva la medida siempre que las siguientes condiciones sean satisfechas:
1. {b0, b1, ..., bp−1} son distintos módulo p;
2. bi ≡ q(i)( mod pblogpic+1) para todo i ≥ p.
f es ergódica si se cumplen las siguientes condiciones:
1. b0 ≡ s mod p) para algún0 < s < p;
2.
∑p−1











4 ( mod 23) si p = 2,
0 ( mod p3) si p > 2;
4. bi ≡ q(m)( mod p−blogpic+1), para todo i ≥ p;
5.
∑pn−1
i=pn−1 bi ≡ 0( mod pn+1) para todo n ≥ 3.
Las demostraciones de los anteriores teoremas pueden ser consultadas en [1] teorema 4,40 y
en [3] Caṕıtulo 3, respectivamente.










η) 1-Lipschitz que preserva la medida es
una biyección.
Demostración: Veamos que f es inyectiva y sobreyectiva:
Sean a, b ∈ Zp(
√
η) tales que f(a) = f(b) = c y a 6= b, entonces existe k ∈ N tal que las
bolas a+ pkZp(
√
η) y b+ pkZp(
√







η), por lo tanto µ(f−1(c+pkZp(
√







η)), pero f preserva la medida y por lo tanto µ(f−1(c + pkZp(
√
η))) = p−k,
aśı tenemos que a = b, esto es, f es inyectiva.





η) es finito para mostrar la biyectividad de la funcion bastara con
probar la inyectividad.





Supongamos que no es biyectiva módulo pk para todo k ∈ N , entonces existe k ∈ N tal que
existen a, b ∈ Zp(
√
η) con f(a) ≡ f(b) mod(pk) y a 6≡ b mod(pk), con un argumento simi-
lar al anterior tenemos una contradicción y por lo tanto f es biyectiva módulo pk para todo k.
Ahora para ver la sobreyectividad, tome y ∈ Zp(
√
η), como f es biyectiva módulo pk para









η) tal que f(x2) ≡ y mod(p2) y por lo tanto x2 ≡ x1 mod(p), repitiendo el
proceso obtenemos una sucesión (xi)i∈N tal que |f(xi) − y| ≤ p−i y |xi+1 − xi| ≤ p−i, aśı
(xi)i∈N resulta ser una sucesión de Cauchy y por lo tanto existe x ∈ Zp(
√
η) tal que xi → x
cuando i→∞ y aśı f(x) = y, esto es, f es sobreyectiva.

Nota 6 La proposición anterior también muestra que una función 1-Lipschitz que preserva
la medida es una función biyectiva mod (pk) para todo k ∈ N.




η) una función 1-Lipschitz biyectiva módulo pk
para todo k ∈ N, entonces g preserva la medida.
Demostración: Gracias a la demostración de la proposición anterior se puede afirmar que
g es una biyección, y por lo tanto existe su inversa, la cual la notaremos f .
Con el fin de demostrar que la función g preserva la medida realizaremos los siguientes pasos.
f es una función 1-Lipschitz, suponga que no lo es, entonces existen a, b ∈ Zp(
√
η)
tal que a ≡ b mod (pk) y f(a) 6≡ f(b) mod (pk), puesto que g es biyectiva módulo
pk existen u, v ∈ Zp(
√
η) tal que a = g(u) y b = g(v), aśı g(u) ≡ g(v) mod (pk) y
u = f(a) 6≡ f(b) = v mod (pk) contradicción, pues g es 1-Lipschitz.
Sea a ∈ Zp(
√
η) y k ∈ N cualesquiera, se probará que f(a + pkZp(
√
η)) = f(a) +
pkZ(
√










η), aplicando f se tiene b + pkZp(
√





η) ⊂ f(a+ pkZp(
√
η)).
f es biyectiva módulo pk para todo k ∈ N. Suponga que no, entonces existen
k ∈ N y a, b ∈ Zp(
√
η) tal que a ≡ b mod (pk) y f(a) 6≡ f(b) mod (pk), esto es,
a+ pkZp(
√
η) = b+ pkZp(
√
η) y f(a) + pkZ(
√




Con esto en cuenta se verá que g preserva la medida. Sea M ⊂ Zp(
√
η) medible, por lo tanto
µ(M) = inf {µ(V ) : M ⊂ V, V es un abierto de Zp(
√
η)}
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Sea V un abierto de Zp(
√
η), entonces existen Vj bolas con j ∈ N disjuntas tales que V =⋃
j∈N Vj, pero µ(Vj) = µ(g(Vj)) asi se tiene que µ(V ) = µ(g(V )), entonces
µ(g(M)) = inf {µ(U) : g(M) ⊂ U,U es un abierto de Zp(
√
η)}
≤ inf {µ(g(V )) : M ⊂ V, V es un abierto de Zp(
√
η)} = µ(M).
Por otro lado se tiene que para todo V ⊂ Zp(
√
η) abierto, µ(V ) = µ(f(V )), y por lo tanto
si L ⊂ Zp(
√
η) medible entonces µ(f(L)) ≤ µ(L). Tomando f(L) = M , se tiene que
µ(M) ≤ µ(g(M)).
Aśı g preserva la medida. 
Note que gracias a los dos anteriores proposiciones se tiene el siguiente resultado.




η) 1-Lipschitz preserva la medida si, y
sólo, f es biyectiva módulo pk para todo k ∈ N
A continuación se mostrará la relación, para funciones 1-Lipschitz, entre ergodicidad y tran-
sitividad módulo pk para todo k ∈ N.




η) 1-Lipschitz es ergódica si, y sólo si, f
es transitiva módulo pk para todo k ∈ N.
Demostración: Suponga que f es ergódica y que existe k ∈ N tal que f no es transitiva
módulo pk, como f es ergódica se tiene que f preserva la medida y aśı es biyectiva módulo




η) con A 6= ∅ tal que





η), y como f es biyectiva se tiene que
f−1(A+ pkZp(
√
η)) = A+ pkZp(
√
η) y como f es ergódica tenemos que µ(A+ pkZp(
√
η) = 1
o µ(A + pkZp(
√
η) = 0 pero 0 < µ(A + pkZp(
√
η) < 1, por lo tanto f es transitiva módulo
pk para todo k ∈ N.
Por otro lado suponga que f es transitiva módulo pk para todo k ∈ N y que no es ergódica,
por lo tanto existe A ⊂ Zp(
√
η) no vació tal que, f−1(A) = A y 0 < µp(A) < 1.
Como
µp(A) = sup {µp(B) : B ⊂ A y B es un conjunto cerrado},
existe B ⊂ A cerrado tal que µp(B) > 0, y por lo tanto existe una bola C contenida en B
de radio r, y aśı µp(C) > 0, por hipótesis la función f es transitiva módulo p
k y por lo tanto
biyectiva módulo pk, aśı f(C) y f−1(C) son bolas de radio r.





Considere el conjunto C̄ =
⋃∞
s=−∞ f
s(C), entonces C̄ ⊂ A y f−1(C̄) = C̄. Ahora como solo
existen un número finito de bolas de radio r, tenemos que C̄ es unión finita de bolas de radio
r, además µp(C̄) < 1 pues C̄ ⊂ A y 0 < µp(C) ≤ µp(C̄). Sea k ∈ N tal que r = pk, entonces
la función inducida fk no es transitiva pues posee un subconjunto propio invariante, el cual
es el conjunto de las imágenes módulo pk de las bolas de radio r.







η)) resulta ser un espacio de Banach no-Arquimediano y por lo tanto
se puede definir una noción de ortogonalidad de la misma manera como se presentó en el
Caṕıtulo 2. Además como el espacio Zp(
√
η) resulta ser localmente compacto se tiene que,
gracias al teorema de Kaplansky, este espacio posee por lo menos una base ortogonal, por lo
tanto es coherente preguntarse por la existencia de la base de Mahler y la base de van der
Put para este espacio.
En [4], se definen las funciones regulares como aquellas funciones de C(Zp(
√
η)) que se







. En este caṕıtulo se presentará una ca-
racterización de las funciones regulares 1-Lipschitz que preservan la medida. Seguidamente




η)), y con ayuda de
esta se caracterizarán las funciones 1-Lipschitz que preservan la medida en términos de sus
coeficientes en este desarrollo.
4.1. Funciones Regulares
Debido a que se busca una analogo a la serie Mahler para el caso de las extensiones cuadráti-











tiene la misma interpretación que en el Caṕıtulo 2.













y converge para todo z ∈ Zp(
√
η).





Np), se escribirá Kp para hacer referencia de alguno de estos dos.
Como se vio anteriormente ahora tenemos p2 d́ıgitos, estos son
r + js donde r, s ∈ {0, 1, ..., p− 1}.
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Considere en particular el d́ıgito j = 0 + j1 el cual pertenece a los enteros de Kp pero no a
Qp y cumple que
|j − n| = 1 para todo n ∈ {0, 1, 2, ...}
Se define





= z(z − 1) · · · con n ∈ N
Ahora si z pertenece al anillo de los enteros de Kp se tiene que
|(z, n)| ≤ 1 para todo n ∈ {0, 1, ...}
y por lo tanto ∣∣∣∣(jn
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1n!
∣∣∣∣ para todo n ∈ {0, 1, ...}
y ∣∣∣∣(zn
)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1n!
∣∣∣∣ para todo n ∈ {0, 1, ...} y todo z en el anillo de los enteros de Kp.
Si se nota (∆f)(z) = f(z + 1) − f(z) se tiene, como en el caso clásico, que (∆kf)(0) = ak,








Iniciaremos con una caracterización de las funciones regulares 1-Lipschtiz en términos de sus
coeficientes en el desarrollo de Mahler.







una función regular. Si f es 1-Lipschitz entonces
|am| ≤ p−blogpmc , para todo m ∈ N.
Demostración: Suponga que f es 1-Lipschitz entonces para todo m ∈ N se tiene que∣∣∣∣∆mf(z)m
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(z +m)− f(z)m
∣∣∣∣ ≤ 1,







)∣∣∣∣∣ ≤ |m| = p−ordpm,
y aśı se tiene que ak ≡ 0 mod pordpm para todo k ≥ m y todo m = 1, 2, 3, ... y como
blogpkc = max {ordpm : m = 1, 2, ..., k}, se tiene que ak ≡ 0 mod pblogpkc.
A continuación se presentará la relación entre los coeficientes de la funciones regulares y la
preservación de la medida.




η) 1-Lipschitz y c, d ∈ Zp(η) con
|c| = 1 entonces la función g(z) = d+ cz + pv(z) preserva la medida.
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√
η)
Demostración: Como se vio anteriormente con probar que la función g es biyectiva módulo
pk para todo k ∈ N es suficiente. La siguiente demostración se realizará por inducción. Sea
k = 1 por lo tanto
g(z) ≡ d+ cz( mod p),
aśı si w ∈ Zp(
√
η) la ecuación d + cz ≡ y( mod p) tiene una única solución módulo p, esto
es g es biyectiva módulo p.
Suponga que g es biyectiva módulo pk y sean z, w ∈ Zp(
√
η) tales que g(z) ≡ g(w)( mod pk+1),
entonces z ≡ w( mod pk) y como v es una función 1-Lipschitz se tiene que v(z) ≡ v(w)( mod pk)
y por lo tanto pv(z) ≡ pv(w)( mod pk+1) pero como g(z) ≡ g(w)( mod pk+1) se tiene que
d + cz + pv(z) ≡ d + cw + pv(w)( mod pk+1) y por lo tanto d + cz ≡ d + cw( mod pk+1) y
aśı se tiene que z ≡ w( mod pk+1). Se ha demostrado que g es inyectiva módulo pk+1 por lo
tanto g es biyectiva módulo pk+1.
Aśı por inducción se tiene que g es biyectiva módulo pk para todo k ∈ N y por lo tanto g
preserva la medida.

A continuación se presenta un teorema que caracteriza las funciones regulares 1-Lipschitz
que preservan la medida en términos de sus coeficientes en el desarrollo de Mahler.
Teorema 12 Una función f regular y 1-Lipschitz preserva la medida siempre que las si-
guientes condiciones sean satisfechas:
1. a1 6≡ 0( mod p);
2. ai ≡ 0( mod pblogpic).








0( mod pblogpnc), por lo tanto an = bnpblogpnc para todo n ∈ N aśı











ahora si las condiciones son satisfechas se tiene que b1 6≡ 0( mod p) y bn ≡ 0( mod p) y por
lo tanto











aśı gracias a la proposición anterior se tiene que f preserva la medida. 
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4.1.1. Base de van der Put
Sea N(√η) := {x+ yj : x, y ∈ N ∪ {0}}, es claro que N(√η) ⊂ Zp(
√
η) y que N(√η) resulta
ser denso en Zp(
√
η): sea z ∈ Zp(
√
η), entonces
z = z0 + z1p+ · · · ,
donde cada zn = r + sj con r, s ∈ {0, 1, ..., p− 1} y considere la siguiente sucesión
a0 = z0 y an = z0 + z1p+ · · ·+ znpn
por como se ha construido la sucesión es claro que an → z cuando n → ∞ y an ∈ N(
√
η)
para todo n ∈ {0, 1, 2, ...}.
Nota 7 Sea α ∈ N(√η), aśı α = x + yj con x, y ∈ N ∪ {0}, por lo tanto x = x0 + x1p +
· · ·+ xnpn y y = y0 + y1p+ · · ·+ ympm, suponga que n < m, entonces completando con ceros
tenemos α = (x0 + jy0) + (x1 + jy1)p + · · · + (xm + jym)pm, aśı N(
√
η) coincide con los
elementos de Zp(
√
η) que tienen expansión finita.
Sea α ∈ N(√η), entonces
α = α0 + α1p+ · · ·+ αnpn, donde αn 6= 0 y n ≥ 0
por lo tanto
α = α0 + α1p+ · · ·+ αn−1.pn−1.
Sea x ∈ Qp(
√
η), como en caso anterior se define una sucesión estándar (xn)n∈{0,1,2,...} que












Aśı si x ∈ Zp(
√
η), entonces cada elemento de la sucesión estándar de x pertenece a N(√η).
Se escribirá
m / x
si m es alguno de los números x0, x1, ... y se dirá que x empieza con m o m es una parte
inicial de x.
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A continuación se presentará el análogo a la base de van der Put para el espacio C(Zp(
√
η)),
como en el caso C(Zp) las funciones localmente constantes resultan ser un subconjunto de
denso y por lo tanto resulta razonable pensar en una base ortonormal cuyos elementos sean
funciones localmente constantes.
Teorema 13 Las funciones (em)m∈N(√η) definidas como
em(x) :=

1 si m / x
0 en otro caso
donde x ∈ Zp(
√
η) y m ∈ N(√η)
forman una base ortonormal de C(Zp(
√
η)). Si f ∈ C(Zp(
√




bmem(x) para todo x ∈ Zp(
√
η)
entonces f(0) = b0 y bm = f(m)− f(m ) para todo m ∈ N(
√
η).
Demostración: Sea f ∈ C(Zp(
√




bmem(x) para todo x ∈ Zp(
√
v),






bnen(x), f(m ) =
∑
n/m
bnen(x) donde n ∈ N(
√
η)
por lo tanto bm = f(m)− f(m ).
Ahora sea f ∈ C(Zp(
√
η)) cualquiera y considere la serie




Como f es continua y por lo tanto uniformemente continua limm→∞(f(m) − f(m )) = 0 y
aśı la serie converge uniformemente,esto es, g ∈ C(Zp(
√
η)).
Por como se ha definido g se tiene que g(0) = f(0) y g(m)− g(m ) = f(m)− f(m ).
Sabiendo que cada elemento m ∈ N(√) tiene la forma
α = (x0 + jy0) + (x1 + jy1)p+ · · ·+ (xs + jys)ps
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donde s ∈ {0, 1, 2, ...}, se verá que g(m) = f(m) para todo m ∈ N(√η) para ello se utilizará
inducción sobre la potencia de p, s.
Sea x, y ∈ N con 0 ≤ x, y < p, entonces si m = x + jy se tiene que m = 0 y por lo tanto
g(m) = f(m), es decir para s = 0 se tiene la propiedad. Suponga que se tiene la propiedad
para s y se verá para s+1, sea m = (x0+jy0)+(x1+jy1)p+· · ·+(xs+1+jys+1)ps+1, entonces
m=(x0 + jy0) + (x1 + jy1)p+ · · ·+ (xs + jys)ps, por la hipótesis de inducción g(m ) = f(m )
y como g(m) − g(m ) = f(m) − f(m ) se tiene que g(m) = f(m), luego por el principio
de inducción se tiene que g(m) = f(m) para todo m ∈ N(√η) y como N(√η) es denso en
Zp(
√
η) se tiene que f = g.
Es claro que ‖f‖∞ ≤ sup|bn|, por otro lado |f(0)| ≤ ‖f‖∞ y |f(m) − f(m )| ≤ ‖f‖∞,
entonces
‖f‖∞ = sup|bn|.




Caracterizaciones de funciones 1-Lipschitz en términos de la base de van der Put
Aśı como en el caso del espacio C(Zp), se busca una relación entre los coeficientes de esta
base y la propiedad de que una función sea 1-Lipschitz.




η) una función continua y
∑
m∈N(√η) bmem(x) su
serie de van der Put, entonces f es 1-Lipschitz si, y sólo si, |bm| ≤ p−blogpmc , para todo
m ∈ N(√η).
Demostración: Suponga que f es una función 1-Lipschitz, entonces
|bm| = |f(m)− f(m )| ≤ |m−m | = p−blogpmc.
Por otro lado suponga que |bm| ≤ p−blogpmc, note que , gracias a la Proposición 21, si x ≡ y
(mod pn) entonces em(x) = em(y) para todo m ∈ N(
√










bm(em(x)− em(y)) ≡ 0( mod pn)
y como las funciones compatibles coinciden con las funciones 1-Lipschitz se tiene el resultado

A continuación se presenta una caracterización de las funciones 1-Lipschitz que preservan la
medida en términos de los coeficientes del desarrollo de van der Put.
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Teorema 14 Una función f(z) =
∑
m∈N(√η) bmem(z) preserva la medida siempre que las
siguientes condiciones se cumplan:
1. {bm : |m| < p} esta conformado por elementos diferentes.
2. bm ≡ q(m) (mod pblogpmc+1) para todo |m| ≥ p
Demostración: Debido a que las funciones que preservan la medida coinciden con las fun-
ciones biyectivas módulo pn, se verá que la función f es biyectiva módulo pn para todo n ∈ N,
para esto basta mostrar que f es inyectiva módulo pn para todo n ∈ N.
Suponga que f no es inyectiva módulo pn para algún n ∈ N donde n > 1 por la condición 1,




η) con a 6≡ b (mod pn) tal que f(a) ≡ f(b) (mod pn).




η) se tiene que,
a = a0 + a1p+ · · ·+ an−1pn−1
y
b = b0 + b1p+ · · ·+ bn−1pn−1
aśı, como a 6≡ b (mod pn), existe un natural r tal que ar 6= br, el cual se puede asumir como
el mı́nimo con esta propiedad, defina
m1 = a0 + a1p+ · · ·+ arpr
y
m2 = b0 + b1p+ · · ·+ brpr,
como f una función 1-Lipschitz se tiene que
|f(m1)− f(m2)| = |f(m1)− f(a) + f(a)− f(b) + f(b)− f(m2)|
≤ max {|f(m1)− f(a)|, |f(a)− f(b)|, |f(b)− f(m2)|}
≤ p−(r+1).
Aśı se tiene que
bm1 − bm2 = f(m1)− f(m1 )− f(m2) + f(m2 ) = f(m1)− f(m2) ≡ 0 (modpr+1)
pues m1 = m2 .
Por otro lado se tiene que
bm1 − bm2 ≡ q(m1)− q(m2) = (ar − br)pr (modpr+1)
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y como ar 6= br se tiene que bm1 − bm2 6≡ 0 (modpr+1), contradicción por lo tanto f es
biyectiva módulo pn.

El siguiente resultado es el rećıproco del teorema anterior.




d) bmem(x) una función 1-Lipschitz que preserva la medi-
da, entonces las siguientes condiciones se cumplen:
1. {bm : |m| < p} esta conformado por elementos diferentes.
2. bm = q(m) = p
−blogpmc para todo |m| ≥ p
Demostración: Puesto que f es biyectiva módulo pn para todo n ∈ N la condición 1 se
cumple.
Sea |m| ≥ p, como m = m + q(m) y f es una función 1-Lipschitz que preserva la medida
tenemos
|bm| = |f(m)− f(m )| = |m−m | = |q(m)| = p−blogpmc
y por lo tanto la condición 2 se cumple. 
5 Conclusiones
En [3] se muestra la relación entre la dinámica del espacio C(Zp) y los coeficientes de la bases
van der Put y Mahler para el mismo espacio, en particular la relación entre la preservación
de la medida y la ergodicidad y, los coeficientes de la base de van der Put y la base de Mahler
para una función en C(Zp) 1-Lipschitz. Este trabajo se pregunta por la validez del mismo
resultado para el espacio C(Zp(η)), donde Zp(
√
η) es el anillo de enteros de la extensión
cuadrática no ramificada de Qp.
Para tal efecto se estudio la dinámica sobre el espacio C(Zp(
√
η)) y la posibilidad de bases
análogas a la base de Mahler y van der Put para este mismo espacio.
Con relación a la dinámica del espacio C(Zp(
√
η)), se pudieron extrapolar los resultados
conocidos sobre la dinámica del espacio C(Zp), puesto que el elemento uniformizador de los
espacios Zp y Zp(
√






En cuanto a la posibilidad de las bases de van der Put y de Mahler, se logro construir un
análogo a la base de van der Put, gracias a que ambos espacios, Zp y Zp(
√
η), son limites
inversos. Con respecto a la base Mahler se considero el subespacio de C(Zp(
√
η)) conformado
por las funciones f ∈ C(Zp(
√








cuales son llamadas funciones regulares.
Gracias a estas dos formas de expresar las funciones de C(Zp(
√
η)), se pudo caracterizar la
preservación de la medida de las funciones 1-Lipschitz en términos de los coeficientes de la
base de van der Put y los coeficientes de las funciones regulares. Debido a la falta de polino-
mios ergódicos en el espacio Zp(
√
η) una caracterización de funciones 1-Lipschitz ergódicas
por medio de los coeficientes de van der Put y los coeficientes de las funciones regulares no
puede ser realizada.
Debido a que en este trabajo se evidencio la relación entre los espacios Zp y Zp(
√
η) y, por
lo tanto los espacios C(Zp) y C(Zp(
√
η)), cabe preguntarse por otros resultados conocidos
que puedan extrapolarse. Un ejemplo de esto es el resultado del art́ıculo Generalization of
hensel’s lemma: finding the roots of p-adic Lipschitz functions de Ekaterina Yurova y Andrei
Khrennikov, donde se utiliza la base de van der Put para encontrar las ráıces de una función
45
f : Zp → Zp 1-Lipschitz, puesto que el espacio C(Zp(
√
η)) cuenta con una base análoga, la
base construida en este trabajo, un trabajo a futuro es el de preguntarse por un resultado
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